6. Linearni regresni modely

6.1 Jednoducha regrese a validace

6.2 Testy hypotéz v linearni regresi
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6.4 Multikolinearita a polynomy

6.5 Kritika modelu v regresnim tripletu
6.6 Kritika metody v regresnim tripletu
6.7 Linearni a nelinearni kalibrace

7. Korela¢ni modely

ZAVAZNE PREDPOKLADY MNC
- kdy je urcité nutné korigovat klasickou MNC

1) Regresni parametry 3 mohou teoreticky nabyvat libovolnych
hodnot.
2) Regresni model je linearni v parametrech.

3) Jednotlivé nezavislé proménné jsou skutecné vzajemné nezavislé,

tedy mezi nimi nedochazi k tzv. multikolinearité.

4) Podminény rozptyl D(y/x) = o? je konstantni
(tzv. podminka homoskedasticity).

5) Nahodné chyby maji nulovou stfedni hodnotu E(g;) = 0,
maji kone¢ny rozptyl E(¢;*) = * a jsou nekorelované.

Kritika metody

Ovéreni predpokladi
metody nejmensich ¢tverci

Metoda:

VySetfeni heteroskedasticity
VySetreni autokorelace
VySetfeni multikolinearity
VySetieni normality nahodnych chyb
VySetfeni omezeni parametra

VySetreni trendia rezidui

REGRESNI DIAGNOSTIKA )
testy vybranych predpokladu klasické MNC

Multikolinearita: VIF diagnostika indikuje
Heteroskedasticita: testy heteroskedasticity (napi. Cook-Weisberg)

Autokorelace rezidui: test vyznamnosti autokorela¢niho koeficientu

Normalita rezidui: testy normality



Ovéreni piredpokladi MNC

1. Hetero/homoskedasticita
(nekonstantnost rozptylu)

Rozptyl veliCiny y; v itém bodé¢ je popsan

of = o* exp(A x B),
kde x; je i-ty fadek matice X.

HOMOSKEDASTICITA vs. ETEROSKEDASTICITA
Grafické vysvétleni principu

Homoskedasticita znamena, Ze hodnoty zavisle proménné y maji
pro vSechny hodnoty nezavisle proménné x
konstantni rozptyl (variabilitu, proménlivost).

zavisle proménna
zavisle prom énna

. |vysoka variabilita hodnot y
pro hodnotu x2

- v - -
rezivisle proméma nezavisle proménna

Homoskedasticita Heteroskedasticita

Testovani homoskedasticity
testem trendu rezidui

Testujeme vyznamnost
Spearmanova korela¢niho

koeficientu p, ﬂ
P, Nn—2
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Cookiiv - Weisberguv test homoskedasticity

Vychazime z predpokladu, Ze rozptyl namérené hodnoty y, je
urcitou funkei proménné x; B (napi. exponencialni funkci).
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> (yi—v')e?
i=1

Sf —

2-6*>(yi —y')
1=1

Test: Pokud v datech neni
heteroskedasticita potom plati,
Ze Sy< (1)

HETEROSKEDASTICITA
Vhodné reSeni v linearni regresi pri nesplnéni
jednoho predpokladu klasické MN

NejcastéjSim zpusobem je uziti metody vazenych nejmensich ¢tverci,

kdy se ucelova funkce ¢ili suma ctverct rezidui nasobi

vhodné zvolenymi vahami

Ub)=) | vVi=D Vix;b,
i=1 j=1

2

V béZznych piipadech je mozné jako vahy volit

hodnoty 1/y; nebo 1/y .

Test: ovéieni Hy: A = 0 (homoskedasticita).
Cook-Weisbergovo testa¢ni kritérium
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Testovani:
L. Je-li S; < x*(1), H, (homoskedasticita) je pfijata.
2. Pro homoskedasticitu tvoii diagnosticky graf

észi na (1 -H) 9,
ndhodny mrak bodG. Pro heteroskedasticitu vznikne

rrinl~r linawvd nhraman

2. Autokorelace
Data ¢asovych fad maji chyby &, vzdjemné korelované.

Nejcastejsi je pifpad autokorelace prvniho fadu
& T P&y +
kde u; ~ N(0, &°).
a) Pro p, = 1 ptipad kumulativnich chyb, ktery se
v chemii vyskytuje Casto.
b) Pro p, < 1 jde o autokorela¢ni koeficient 1. ¥4du.



Test:
1. Graficka indikace autokorelace:

€.

~

€i-1

2. Waldiv test pro p;: Hy: p, = 0 vs. Hy:p; #0

2. vzorova uloha

na vystavbu
linearniho regresniho modelu

P638

Test autokorelace

o)
: — np, L
Je-li Waldovo kritérium W, = i x*(1), H, je piijata.
L - pj 14
Priklad 6.38 Test autokorelace u kinetickych dat Regeni:

Byla sledovdna kinetika inverze sacharidu v 1M HCI pfi 30 °C. Lze 1. Graf zavislosti € ;na €, a graf zéavislosti € y; na € 3, , ukazuji vyraznou

ocekavat, Ze mezi chybami g, existuje autokorelace jako disledek postupu
odebirani vzorkid. Urcete graficky vyznamnost autokorelace v datech.

Data: x je Cas [min]; y je desetindsobek logaritmu podilu zbylého

g 5 e s 0. 21 & i 8. 005
nezreagovan€ho sacharidu v reakéni smési. ;o SR s D ADSTAT 12
B, y ;;:c:::!‘a ;:;;:l&!(rdace 3454228 Durbin-\\’f(f?nﬁ\' testautokorelace él éR
0 1.000 Kvantil Chi"2(1-alfa 1) - 3.841459 m;‘:;ﬁz%““ o vo i
* Zaxdég)odobnos’:: Loidaca .2'::6399 Zaver: .\'egnté\'ni autokorelace rezidui neni prokizina.
10 0.954 i : - " )
20 0 895 E(I-I)T Autokorelace rezdui - QC»EXPERT 3'1 2. 80 ‘ 2. 281
- S 00E03 4 1 2
30 0.843 —
aseses ] 3 1
40 0.791 2
50  0.735 s e ¥
60  0.685 ’ ’ 0.0 -2.003 | ’
3 = B Wy = S g & &
70 0.628 2 - < s g g e, &
80 0.581 = s
— v
44444 S ) Zdaveér: Graf umoziuji odhadnout znaménko a velikost
e e asken imee saee imbe s ambe st emse Ly 102 OC
autokorela¢niho koeficientu 1. fadu p,.

negativni autokorelaci.

X0.95(2) = 5.99, coz indikuje autokorelaci rezidui.

2. Waldovo testaéni kritérium autokorelace W, = 9.424 je vét3i nez

I3



Normalita chyb Test: jelli L(e) > x;.(2) = 599, je H, (normalita)
zamitnuta.

1. Rankitovy (Q-Q) graf: € ; nebo &g; na uy,
proP,=i/(n+ 1)

Napt. pro linedrni modely s absolutnim &lenem je U, = 0a L(€) je

_g_l N (gz B 3)2

2. Test normality: H,: normalita vs. H,: nenormalita L&) = n e T
Jarque-Berrova testacni statistika
- : kde
4 3 s ,‘
0.2 0.2 " o a g = 5 g, = Y
L(¢) = n + +n - 4, u22
60, 24 20, o’ o ; .
i 2 ] 2 (test neni vhodny pro malé vybéry)
kde 10, je j-ty vybérovy moment rezidui
n .
Al
I
A i=1
Uj — :
n
NORMALITA CHYRA Vysetieni predpokladi u MNC p¥i testovani regresniho tripletu
Fisher-Snedecoriv test vyznamnosti modelu, Hodnotakritéria F : 59.57416
( Kvantil F (1-alfa, m-1, n-m): 3.196777, Pravdépodobnost: 0.0, Zavér : Model je vyznamny
audbace MA‘Z azy,l- ‘c—-? g,(\.) v 4
A lez 7.‘?{ M Scottovo kritérium multikolinearity, Hodnota kritéria SC : 0.626359
‘(;) () Zaver : Model vykazuje multikolinearitu!
Cook-Weisberguv test heteroskedasticity, Hodnota kritéria CW : 1.059618
e(bu W‘“‘% Kvantil Chi*2(1-alfa.1): 3.841459. Pravdépodobnost:0.303302, Zaveér: Rezidua ukazuji
< homoskedasticitu.
r
/«,ﬁ' Jarque-Berriv test normality, Hodnota kritéria JB : 0.080308
Kvantil Chi*2(1-alfa.2): 5.991465. Pravdépodobnost: 0.960641. Zavér Rezidua maji normalni
Jarque-Berruv test normality, Hodnota kritéria JB: 0.080308 rozdéleni.
Kvantil Chi*2(1-alfa,2): 5.991465, Pravdépodobnost: 0.960641,
Priklad P6.51 Lt oo ol e oot
AVEL NEZ0N2 Mal Nohalm) Xozgc e Waldiiv test autokorelace, Hodnota kritéria WA: 0.001722
T gl SRERSS——— e A Kvantil Chi*2(1-alfa,1): 3.841459, Pravdépodobnost: 0.966903, Zavér: Autokorelace je nevyznamna.
1] oo @ . 4 ) Durbin-Watsoniiv test autokorelace, HodnotakritériaDW: -1.0,
. )»“"" e = P Kritické hodnoty DW 0.93  1.81, Zavér : Pozitivni autokorelace rezidui neni prokazana.
é P o
Ved Pl 0 (,«,ﬁ‘
” e
Znaménkovy test rezidui: Hodnota kritéria Sg: 0.555662,
. Kvantil N(1-alfa/2): 1.959964. Pravdépodobnost : 0.578442, Zavér: V reziduich neni trend.
: v 3 20




Uloha M619. Viiv t# parametrii na obsah kadmia v potravindiské psenici
Obsah kadmia v zrnu y [mg/l] v zévislosti na obsahu kadmia v otrubéch
x; [mg/l], ve stonku s listy x, [mg/l] a v kofenovém systému x; [mg/].

r r
30 vZorova lltha VySetfete regresni triplet (data, model, metoda) a naleznéte linearni

na hledéni metody V)”Stabe regresni model.

: X 4 , Vystavba linearniho regresnih delu:
linearniho regresniho modelu _ & © modelu
Yy=B,+B,x, + B, x, + B, x,

. r r r wr r - w r
M6 1 9 Parcialni regresni grafy tFi nezavisle proménnych
Wa  Parciin regresni graf - NOTOXT - MOT0 Ny Parciid regresn gral - WOIO W10 Wy Parcdi regresnt grat - BTG - MOTR
| 10,
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0 e T 12 >
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-11\ Heteroskedastcita - E(IA”’T‘ Autokorelace rezidui - Q-Rezidua Q-Q, Normalizovana rezdua - gReBWaT Q-Q, Predikovana rezidua -
30+ 06+ o 204 s 404
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-30 T T T T T T T g 0 T T T T T 1> 20 T T T ) —> 50 T T T 11—
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Q-Rezidua Q-Q, Jack-Knife -
Cook-Weisbergiiv test heteroskedasticity = Waldiiv test autokorelace 40+
Hodnota kritéria CW : 5.373857 Hodnota kritéria WA : 5.003828 5 30 2
Kvantil Chi*2(1-alfa,1) : 3.841459 Kvantil Chi*2(1-alfa,1) : 3.841459 Jarque-Berruv test normality i
Pravdépodobnost : 0.020441 Prawitporobnost 5 = 0025200 Hodnotakritéria JB : 0.033085 o
Zavér: Rezidua vykazuji Neteruskedasticimny Y v Antokovelace je viznamnh Kvantil Chi*2(1-alfa.2): 5.991465 i)
Durbin-Watsonuv test autokorelace PranéPOdObnOSt: 0.983593 -1.0
Hodnota kritéria DW : -1.0 Zavér: Rezidua maji normalni rozdéleni, —_
Kritické hodnoty DW 0.74 1.93 i
Zavér: Negativni autokorelace rezidui neni prokazana. sl &
50 P_—)Teor
-20 - 1'0 0'0 1‘0 2]0
23 24




Vysetieni pfredpokladi u MNC pf¥i testovani regresniho
tripletu

Fisher-Snedecoriyv test vyznamnosti modelu, Hodnota kritéria F: 1404.982774
Kvantil F (1-alfa, m-1, n-m) : 3.490295, Pravdépodobnost: 0.0, Zavér: Model je v¥znamny

Scottovo kritérium multikolinearity, Hodnota kritéria SC: 0.970655, Zavér: Model je nekorektni!

Cook-Weisbergiiv test heteroskedasticity, Hodnota kritéria CW: 5.373857,
Kvantil Chi*2(1-alfa.1): 3.841459, Pravdépodobnost: 0.020441,
Zavér: Rezidua vykazuji heteroskedasticitu!

Jarque-Berruv test normality, Hodnota kritéria JB: 0.033085, Kvantil Chi~2(1-alfa,2) : 5.991465,
Pravdépodobnost: 0.983593. Zaveér: Rezidua maji normalni rozdéleni.

Waldiiv test autokorelace, Hodnota kritéria WA: 5.003828,
Kvantil Chi*2(1-alfa.1): 3.841459, Pravdépodobnost: 0.025291, Zavér: Autokorelace je vyznamna

Durbin-Watsoniiv test autokorelace, Hodnota kritéria DW: -1.0, Kritické hodnoty DW 0.74, 1.93,
Zavér: Negativni autokorelace rezidui neni prokazana.

Znaménkovy test rezidui, Hodnota kritéria Sg: 0.328976, Kvantil N(1-alfa/2): 1.959964,
Pravdépodobnost: 0.742174.Zavér: V reziduich neni trend.
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Uloha M6.04 Viiv étyi faktorii stanoveni hoic¢iku na absorbanci AAS —
predpoklady MNC

Zaddani: Pii1 stanoveni hoic¢iku ve vodé metodou AAS byla sledovana
zavislost absorbance y pti A = 202.5 nm na vySce hofaku x;, nasivaném
mnozstvi vzorku Xx,, pratoku vzduchu x; a pritoku acetylenu x,.
Piedpokladejme platnost vicerozmérného linedrniho regresniho modelu
ve tvaru y = By + By xy + By x; + B3 x5+ By xy

Ukoly: (1) VySetiete regresni triplet.

(2) Pomoci parcialnich regresnich a u parcialnich reziduéalnich grafa
diskutujte vyznamnost jednotlivych regresnich parametri modelu.

(3) Proved’'te Cooktiv-Weisbergtiv test heteroskedasticitu v datech.

(4) Proved’te autokorelacni test.

(6) Proved’te Jarque-Berruv test normality v datech.

Data: Vyska hofaku x,, mnozstvi vzorku x,, pritok vzduchu x;, pritok acetylenu x,, méfena
absorbance y:

X; X2 X3 X4 y
10.4 4.4 123 37 0.25
9.6 319 11.2 31.9 0.275

¥ J 4

Ulohy na vystavbu
linearniho regresniho modelu

Kritika metody

Software QC-EXPERT 3.1,

ADSTAT 1.25

= Voroance - Sheett T S e Ty Vemameor ol Sheet
02804 10+ 30
1Bo i
0270 ’ 20
e o]
02004 (i " ] 20 .
el o A1 .
5 o 0, . .
2404 5 . 10 PSR
02304 3 s | ? . .
0220+ N v - - 3 2 2 v " 00 - Se, . N v 4,4 | S
02% 0240 02% 0200 0210 0280 ? 4 "0 2 L] 010 020 03 040 050 060 o
o x o x .
Odhady parametra ze viech bodu a se vSemi parametry
Prom Odhad Smér.Odch. Zivér Pravdépod Spodni mez Horni mez
Abs 0,4618343406 0,02249566045 Vyznamny 4,034304002E-010 0,4123417258 05113669553
M604x1 -0,009726835 0,002207118652 Vyzamny 0.001050871796 -0,0145846707 -0.004868999907
M604x2 -0,002128889% 0.002625238302 Nevymamny 0.4345998 -0,00790700051 0,003649220578
M604x3 0,0018900840 0,000522373664 Vyznamny 0,004038736893 0,0007403473462 0,003039820715
M604xd -0,003415052 0,000392450423 Vyzamny 291091943 1E-006 -0,0042788304 -0.002551275286
Statistické charakteristiky regrese R 4 ok Mhmmid 2
- ezidudlni souget étvercl 0,0001124388005
Vicenasobny korelaéni koeficient R : 09754558425 Prelinly ahabRnlct samial 00022-&69:9059
Koeficient determinace R"2 : 09515141007 Pt s cAdeike 3 0'003]971‘0.15
Predikovany korelaéni koeficient Rp - 0,797524068 = : :

Stfedni kvadraticka chyba predikce MEP :
Akaikeho informatni kriténum - -179,8510432
Testovini regresniho tripletu

Fisher-Snedecoriy test vyznamnosti modelu
Hodnotakriténa F : 53,96752076
Kvantil F (1-alfa, m-1, n-m) - 3 2

3,356690021
3,677942646E-007
Modslje vyznamay

Pravdépodobnost :
Zavir :
Scottovo kritérium multikolinearity

Hodnotakritéria SC -0,325613384

Zavér

Cook-Weisbergiiv test heteroskedasticity
Hodnota kriténia CW

Kvantil Chi"2(1-alfa,1) -

Pravdépodobnost

Zavér:
Jarque-Berriy test normality
Hodnota kriténa JB :

Kvantil Chi"2(1-alfa.2) :

Pravdépodobnost
za®),

Modeje koraktni

0,6520599655
3,841458829
0,4190563984

Rezidua vykazuji homoskedasticitu.

0,8427678132
5.991464547
0,6561381566

Rezidua maji normadlni rozdéleni.

Rezdualni rozptyl :
Sikmost rezidui
Spicatostrezidui -

1,550222E-005

Waldiv test autokorelace

Hodnotakntéria WA : 0.09080762796
Kvantil Chi*2(1-alfa,1) : 3,841458829
Pravdépodobnost - 07631529238
Zaver

Durbin-Watsonily test autokorelace

1,022170913E-005
0,2085152978
2344187121

Autokorelace je nevyznamni

Hodnotaknténa DW : -1
Kiritické hodnotyDW 0.62
Zaver Negativni rezidui neni prokaza

Znaménkovy test rezidui
Hodnotakntéria Sg :
Kvantl N(1-alfa’2) :
Pravdépodobnost:
Zaveér:

0,3289758475
1959963999
0.7421739438

V reziduich neni trend




Wj Parcidin regresni grat - MEOAX - Sheet]
wacas

Parciini regresri graf - MB0AX3 - Sheet! Py, Parciaini regresni graf - MOD4x4 - Sheet!
.

Odhady parametri bez nevyznamného M604x2
Proménni Odhad Smér.Odch. Zavér

Abs 04670272783 0,01613459391 Vyznamny
M604x1 -0.01266489713  0,001681884114 Vymamny
M604x3 0,001716894733  0,0003944326548  Vyznamny
M604x4 -0,002891844086 0,0003166485876  Vyznamny
Statistické charakteristiky regrese

Vicenasobny korelaéni koeficient R : 0,9822222557
Koeficient determinace R"2 : 09647605597
Predikovany korelaéni koeficient Rp : 0,8750470594
Stiedni kvdraticka chyba predikce MEP 6,408617E-006
Akaikeho informatni kritémum -167.8862531

Testovani regresniho tripletu bez outlierd

Fisher-Snedecoriv test viznamnosti modelu

Hodnota kritéria F: 91.25765061
Kvantil F (1-alfa. m-1, n-m) - 3,708264819
Pravdépodobnost - 1,44932095E-007
Zavér - Model je vyznamny
Scottovo kritérium multikolinearity

Hodnota kritéria SC: -0,4639553173
Zaveér - Model je korektni.
Cook-Weisberguv test heteroskedasticity
Hodnota kritéria CW - 0,000848921306
Kvantl Chi"2(1-alfa,1) - 3,841458829
Pravdépodobnost 09767559214
Za'\z'g Rezidua vykazuji homoskedasticitu.
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Spodni mez Horni mez
04510771628 0,5029773939

1.992614648E-005 -0.01641236847  -0.008917425794
0,0008380440105 0,002595745456

3,627229233E-006 -0,003597381106 -0.002186307066
Rezidudlni soutettverch: 4.897275363E-005
Primér absolutnich rezidui 0,001378843487
Rezidudlni smér. odchylka : 0,002212978844
Reziduilni rozptyl - 4,897275363E-006
Sikmost rezidui 0,1094674598
Spitatost rezidui : 3,015790211

Jarque-Berruv test normality

Hodnota kritéria JB : 0,2555695158

Kvantil Chi*2(1-alfa,2) : 5,991464547

Pravdépodobnost : 0,880042781

Zaveér : Rezidua maji normalni rozdéleni.
Waldiv test autokorelace

Hodnota kritéria WA : 0,261862158

Kvantil Chi*2(1-alfa.1) - 3.841458829

Pravdépodobnost : 0.6088437041

Zavér - Autokorelace je neviznamna
Durbin-Watsoniv test autokorelace

Hodnota kritéria DW : -1

Kiitické hodnoty DW 0

Zavér - Negativni autokorelace rezidui neni prokazina

Uloha M6.21 Viiv péti parametric na obsah manganu ve voddirenské
vodé — piedpoklady MNC

Zaddani: Naleznéte zavislost mezi obsahem rozpusténého manganu y a
péti parametry: teplotou vody x,, obsahem kysliku x,, pH x;, pratokem
vody vypousténé x, a Casem Xs.

Ukoly:

(1) Jsou vSechny regresni parametry statisticky vyznamné?

(2) Vysetfete regresni triplet a odhalte vlivné body.

(3) Vysetieni poruseni piedpokladit MNC.

Data: Teplota vody x, [C], obsah kysliku x, [mg/1], pH x;, pritok vody vypousténé
dnovymi vypustmi x, [%] a casem x5 [tyden], obsah rozpusténého manganu y [pg/1]:

X X X3 Xy Xs B4
34 99 7T 16.26 17 10
4.9 5 6.9 6.55 49 410
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Uloha M6.40 Zavislost koncentrace kreatininu na hmotnosti, veku a
vy§ce muzi — predpoklady MNC

Zadani: Zjistéte, zda existuje zavislost celkové koncentrace kreatininu y
u zdravych muzi na jejich hmotnosti x;, véku x, a vySce x;. Vybér je
tvofen muzi, u kterych nebylo prokazano renalni onemocnéni.

Ukoly:

(1) Postavte linearni regresni model a vySetfete regresni triplet.

(2) Vysetiete statistickou vyznamnost jednotlivych regresnich parametru.

(3) Uzijte také parcialni regresni grafy a komentujte fyzikalni vyznam
jednotlivych regresnich parametru.

(4) Vysetiete poruseni predpokladit MNC.

Data: Vék x, [roky]. hmotnost x, [kg], vyska x; [cm], koncentrace kreatininu y [pumol/1] :

X; X2 Xz y
20 70 180 66
75 84 179 119
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Uloha M6.45 Viiv étyi parametrii na koncentraci TSH v kontrolnim
séru — piedpoklady MNC

Zadani: Souprava na stanoveni TSH je dlouhodobé¢ sledovana i pomoci
internich kontrolnich sér. Data obsahuji kromé koncentrace TSH v séru
také Sarze slozek pouzitych v jednotlivych analyzach a datum provedeni

analyzy.

Ukoly:

(1) Vysvétlete viech sedm piedpokladit MNC a regresni triplet.
(2)Jak se fedi uloha v piipadé poruseni predpokladit MNC, a to
predevsim pii heteroskedasticité, autokorelaci a nenormalité chyb?

Data: Sarze radioindikatoru x,, $arze potahovanych zkumavek x,. $arze kalibratori x;, datum
analyzy (format ymmdd) x,, koncentrace TSH v séru (mIU/L) y: :
X; X2 X3 X4 ¥
313 1142 1057 10904 0.72

330 1151 1060 2050 0.7
34

Uloha M6.54 Viiv glukosy, proteinii, albuminii a globulinit na
piiriistek hmotnosti kuiat — piedpoklady MNC

Zadani: Pied zaCatkem studie byl stanoven pfirtstek vahy a biochemické
parametry testovanych kurat. Zjistéte jestli glukosa, celkové mnozZstvi
protein, obsah albumint a globulinii ma vliv na piiristek hmotnosti
kurat.

l'/koly:

(1) VySetienim regresniho tripletu naleznéte nejlepsi model.

(2) Vyuzijte regresni diagnostiku a parcidlni regresnich a parcialni
rezidualni grafy ke statistické vyznamnosti jednotlivych parametru.

Data: Obsah glukosy x; [mmol.L-!], celkovy obsah proteinii x, [g.L-!], obsah albumini x; [g.L-
1], obsah globulint x, [g.L-!], pfirtstek vahy v kg za den y [kg]:

X; X2 X3 X4 y
13.1 33 28 5 0.016
13.6 29 25 4 0.079
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